PHYS 111 — Mécanique
Exercice 3-3 : Parabole de sureté
Difficulté : %y
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On s'intéresse au mouvement de chute d'un projectile ponc-

tuel P de masse m, lancé a t = 0, depuis le point O a la vi-
tesse vg dans une direction faisant un angle o avec 'horizontale.
Lintensité g du champ de pesanteur est constante.

1. Calculer a linstant #, les coordonnées du point P. En déduire
l'équation de la trajectoire.

2. Déterminer la portée maximale du tir quand on fait varier l'an-
gle aen gardant la norme du vecteur vitesse ¥ constante.

3. Déterminer laltitude maximale qui peut étre atteinte par le tir,
toujours a vitesse vg constante.

4. £n supposant encore la norme de i constante mais langle
« variable, trouver I'équation de la courbe dans le plan 2Oz sé-
parant les points pouvant étre atteints de ceux qui ne le seront
jamais.
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Choix du systéme étudié : la masse m.

Repére : On se place dans un référentiel galiléen, lié au sol. On
le munit d'un axe z dirigé vers le haut, avec un vecteur unitaire
€, dirigé vers le haut (on pourrait faire le choix inverse, certains
signes changeraient dans la suite).

Bilan des forces exercées sur le systéeme :

— poids P =mg=—-mgé,

1. La relation fondamentale de la dynamique, appliquée a la
masse m, s écrit

P =ma soit mg=mdetdoncd =g

soit en explicitant les coordonnées de ces deux vecteurs,

(£)-(%)

La notation & désigne une dérivée seconde par rapport au
temps et cette égalité pourrait aussi s'écrire, de maniére un
peu plus lourde,

(o) = (5)

On intégre une premiére fois par rapport au temps,

(5= (i)

ol a et b désignent des constantes d'intégration. On les dé-
termine grace a la condition initiale sur la vitesse, on sait qu’a

t=0,
5 T\ _ [vocosc
" \2/)  \wvgsina

et donc a = vg cos et b = v sin o, soit

T\ Vg COS &
2)  \—gt+uvgsina

On intégre de nouveau pour avoir la position,

votcosa + ¢
T\ _ 1
<z> (—29t2 + votsina + d)

ol cetd sont des constantes d'intégration. On sait qu'at = 0,
le projectile se trouve au point O, de coordonnées (0,0), on
doit donc avoirc = d = 0.

Vot oS &
T\ _ 1
(z) —§gt2 + vot sin a
Pour obtenir ['équation de la trajectoire (= en fonction de

), il faut éliminer ¢, on peut exprimer t en fonction de z,
x

Vg COS (¢

et remplacer dans l'expression de z, ce qui donne
2
1 T T .
z2=—=g| —— | +v|—— |sina
2 Vo COS (v Vo COS (v

g a?

208 cos? a

soit

z = + zrtan o

Clest I'équation d'une parabole.
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2. La portée du tir est la distance au bout de laquelle le
projectile atteint le sol. Cest la coordonnée z pour laquelle
z = 0. Il faut résoudre z = 0, soit
g =
0=—--5—F—t+aztana
2vg cos® «

La solution & = 0 ne nous intéresse pas, elle correspond au
point de lancer du projectile, on sait déja que la trajectoire
passe par ce point. En divisant par « on trouve donc

0= + tan «

208 cos?
soit

21}3 9 21}8 .
r = ——cos“atana = — cosaSIn o

soit finalement, puisque 2 cos asin a = sin(2c),
2
Uy .
z = -2 sin(20)
)
Cette portée est maximale lorsque le sinus est maximal, c'est-
a-dire lorsqu'il vaut 1 (pour 2ac = 7 /2 soit a = 7/4), et la por-
tée maximale vaut
2
v
Tmax = 2

3. Connaissant la trajectoire
2
9

—— ——— +ztana
202 cos? a

z =
on cherche la valeur maximale de z qui peut étre atteinte.
Pour cela, on cherche la valeur de x pour laquelle la dérivée
de z sannule (il s'agit bien d’'un maximum car 'équation pré-
cédente décrit une parabole a la concavité tournée vers le
bas). En dérivant 'équation précédente par rapport a z, on a

dz
—=0= 7%72 + tan«
dz vg cos? v
soit
2 2
v v
r = tanacos® a = -2 sin(2a)
g 29

On remarque que laltitude maximale est atteinte a la moitié
de la portée du tir, comme on pouvait s’y attendre intuitive-
ment. En reportant cette valeur dans la trajectoire, on trouve
laltitude au sommet de la trajectoire parabolique

4 2 2
g vg sin®(2a) g .

2 =2 2" 7 1 Dgin(2a)tana

sommet 203 492 cos? 2¢ (20)

Ne soyons pas effrayé par cette expression, elle se simplifie,

2 12 2
15 S 2
_ w0 si20) LU 00 tana
8g cos? 2g

Zsommet
puis en réutilisant 2 cos asin a = sin(2a),
U(QJ .2 ”(21 .2
Zsommet — —— SIN~ @ + — SIn”~ «v
29 g

soit finalement

U o
Zsommet — 5 ST (Y
29
Cette altitude est maximale lorsque le sinus vaut 1, pour a = 7/2
(tir a la verticale),

v
Zmax = %

4. soit un point de coordonnées (X, Z). Ce point peut-il étre
atteint par un lancer a la vitesse vg ? Cette question revient a se
demander s'il existe une valeur de a pour laquelle ['équation
X2
Z = —% 5>— + Xtana
2vg cos® o

est vérifie, X et Z étant fixés. En remarquant que
1

T:l—ktanza
Ccos? o

l'équation a résoudre s'écrit
g g
——QX2 — —2X2tan2a + Xtana—Z =0
2vug 2vug
ot linconnue est v ou mieux, tan .. Ceest une équation du se-
cond degré en tan a, récrivons-la de maniére plus explicite,
2

X
- tan? o + X tan o —
2v;

9 2
——=X°—-7Z =
208 0

Elle n'a de solution que si le discriminant A est positif,

ng(g 2 >
A=X?—4 “—=X*+7Z|>0
2@3 21}8

Il faut donc que
2x? 297
(1 _g ) _ 292 5

Ceci est l'intérieur d'une parabole qu'on appelle parabole de su-
reté, définie par

_W 9y

29 202
Elle est représentée ci-dessous, c'est 'enveloppe de toutes les
trajectoires ayant une vitesse initiale donnée.

On retrouve le fait que pour X =0, le point le plus haut qui
puisse étre atteint est a Z = vZ/2g (ce quon avait troucé a la
question 3) De méme, le point le plus lointain qui puisse étre
atteinten Z = 0 esta X = vg/g (voir la question 2).



