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Partie 1 — Boson vecteur massif et champ de Proca

Le potentiel vecteur A* décrit un champ vectoriel réel. Il est associé au Lagrangien

1 L1
L= — 1 w M+ 5;;214#14“, (1)
qui differe de celui de 1'électromagnétisme par le terme de masse u?A?/2, ot le paramatre p

sera pris strictement positif. Le tenseur F),, est défini par

F,uzz = a,u,Au - 81/14“ . (2)
1. Dériver les équations d’Euler-Lagrange
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associées au Lagrangien (1) que l'on pourra mettre sous la forme

1 o, UV 1 167 «

L= =0 FuFap + i A, A°. (4)

2. Calculer la quadri-divergence de I’expression ainsi obtenue. En déduire que les équations
de Proca se mettent sous la forme

O+p*l4, =0 et  9A" = 0. (5)

3. Le champ de Proca est susceptible de se propager dans le vide en ’absence de source. Il
est alors décrit par le potentiel vecteur

AP = temike (6)

ot le quadri-vecteur k = (wj; > O,lg). Calculer Iénergie wj; en fonction de la masse

i et de 'impulsion k. Quelle relation le quadri-vecteur d’onde k et la polarisation e
entretiennent-ils?

4. En déduire Pexistence de trois états de polarisation e(k, \) (A = 1,2,3) orthogonaux

—

entre eux associé a ’onde plane précédente de vecteur d’onde k. Ces vecteurs vérifient la
relation d’orthonormalité

e(k,\) - ek, 0) = ek, Neu(k,N) = Mo (7)

Que valent-ils dans le cas ol k=0 (champ de Proca au repos) et lorsque k est aligné le
long de 'axe Oz?

En théorie quantique des champs, le développement de Fourier du potentiel vecteur précédent
A* en une somme d’ondes planes se met sous la forme

Au(z) = / dk ieu(E, ) [a(E, Ne e 4t (, A)e“‘”’] 8)
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(27)32w; )
Les opérateurs d’annihilation et de création vérifient la condition
[a(k,\),al(7,0)] = (27)*2w;0%(k — P)drs , (10)

tous les autres commutateurs étant nuls.



5. Calculer la valeur dans le vide du T-produit

T{A ()AL (y)} = 0(z° —y°)Au(x)AL(y) +0(y° — 2°) A, (y) Ap() . (11)

On établira que

T{A,(x)A,(y)} = - / dk [B(2° — )™= 1 g(y0 — 20)ettav)] {W _ % ] '
(12)
On remarquera avec profit que la composante temporelle du quadri-vecteur k* de I’expression
précédente est égale a 1'énergie wy.

6. Le propagateur de Feynman G, (k) du champ vectoriel massif est défini par

nu_kkvlu2
le(k,) - _ e M /

_— 13
k? — p? +ie (13)

dans I'espace des quadri-vecteurs k. Le propagateur de Feynman spatio-temporel G, (z)
est sa transformée de Fourier

1

GMV(x) = (2m)?

/ d*ke %G, (k) . (14)

Démontrer 'égalité
) 7
O T{Au(2)A(y)}|0) = iGu(z—y)— E525254(5U —y). (15)

On pourra commencer par établir la relation précédente pour les composantes espace-
espace puis espace-temps du tenseur G,. Dans le calcul plus délicat de la composante
temps-temps, le contour d’intégration ne peut étre rebouclé dans le plan complexe de la
variable k® = k' 4+ ik que si l'integrand tend vers 0 lorsque k° tend vers £o0.

Remarque: L’expression (15) indique que la valeur dans le vide du T-produit de A, (z) avec
A, (y) n’est pas covariante de Lorentz a cause du second terme du membre de droite. Cette
contribution non-covariante au T-produit est cependant une distribution localisée au point de
contact * = y ol de toute maniere le produit chronologique (en fait la fonction 0(z° — 3°))
n’est pas défini. La régularisation du produit chronologique consiste a éradiquer purement et
simplement ce terme non-covariant et a poser désormais

O T{AD) AW} 0) = iGulz—y), (16)

en sorte que le terme correspondant au propagateur du champ vectoriel massif joignant deux
vertex dans un diagramme de Feynman est simplement donné par iG, (k).



Partie 2 — Regles de Feynman avec un scalaire

Nous nous intéressons dans cette partie a une théorie scalaire mettant en scene des électrons et
des positrons interagissant entre eux par I’échange d’'une particule scalaire neutre qui pourrait
incarner le boson de Higgs par exemple. Le Lagrangien de ce modele est donné par

L = Lo+ Ly, (17)

ol les deux contributions sont données par
Ly = 9(id—m)y + %auqsaw — %;ﬁ& , (18)
Lr = Ao, (19)
On s’intéresse a la diffusion élastique d’un électron sur un positron via le Lagrangien précédent,
¢ (PasSa) + € (Db, 86) — € (P1,51) + e (P2, 52) - (20)

Le champ fermionique 1 se développe en fonction des opérateurs b et df, alors que 1 s’exprime
en fonction de b' et d (voir Chapitre VI du cours). Le champ scalaire neutre est une fonction
des opérateurs a et a' (voir Chapitre 111 du cours).

On rappelle que la matrice S est liée au Lagrangien d’interaction comme suit:

S = T{exp (i/d4x£[(x))} : (21)

1. Calculer I’élément de matrice
Sri = (0| d(p2, 52) b(p1, s1) S b (pa, 8a) d' (py, 5) |0) (22)

Montrer que
Sri = (2m)* 0% (pa + po — p1 — p2) M. (23)

2. Calculer My; de maniere a faire apparaitre les diagrammes de Feynman qui président a
la diffusion (20) et établir les régles de Feynman correspondantes.



Partie 3 — Mécanisme de Brout-Englert-Higgs

Dans cette derniere partie, nous allons étudier le mécanisme de Brout-Englert-Higgs dans le
cadre de la théorie électrofaible basée sur le groupe de jauge SU(2).

On considere le doublet de SU(2)

+ 1 -
) V2 \p1 +ips
qui peut étre identifié avec le vecteur de R*

Y = (8017%02,%7%04)- (25)

Une transformation de jauge de groupe SU(2) transforme le doublet H ainsi que le vecteur ¢
selon

H — H =UH, (26)
e — ¢ =Uep, (27)
ou la matrice U peut s’écrire

U — <CLb b) _ e—i00/2‘ (28)

a

Ici, le vecteur o = (01, 09,03) contient les trois matrices de Pauli liées aux générateurs du
groupe SU(2) par 7, = —ioy/2 (k = 1,2,3). Le vecteur @ contient les trois “angles” 6y, 05 et
03. Les matrices de Pauli peuvent étre exprimées comme

) e () ()

Le Lagrangien de la théorie s’écrit
1
£ = (D,H) (DMH) = W, W —V (30)

ol le vecteur W, = (W, W2 W2) contient les trois bosons de jauge et le tenseur W, est
défini par

W, =0W,-0W,-—gW,xW,, (31)
g étant la constante de couplage associée au groupe SU(2). Le dernier terme dans ’équation
précédente désigne un produit vectoriel. La dérivée covariante D,, est donnée par

, o
D, = 0,+ ZgW#E . (32)
Finalement, le potentiel est donné par
A A
Vo= v =2 HH S AHH) = T(e — %) (33)

On rappelle que le Lagrangien (30) est invariant sous la transformation de jauge donnée en
(27).

Nous avons montré en cours que, lors de la brisure spontané de la symétrie SU(2) (symétrie
électrofaible), le vide Hy = ¢, peut s’écrire

0o = (v,0,0,0) <  Hy = % (S) : (34)

Ici, v est la valeur dans le vide du doublet H.



1. En évaluant une variation dHy = Hy — Hy du vide suite a une transformation de jauge
SU(2), justifier que le vide casse les trois générateurs —ioy/2 (k = 1,2,3) du groupe
SU(2).

2. Conclure concernant le nombre de bosons de Goldstone présents apres la brisure spontanée
de la symétrie SU(2).

Pour un champ de Higgs H donné, nous allons maintenant considérer une transformation de
jauge U de SU(2) telle que

1/ 0
_ / I
H = UH  avec H = ﬁ<v+h) : (35)

ou h est I'excitation du champ autour du vide (boson de Higgs). On remarque que le vecteur
associé s’écrit alors ¢’ = (v + h,0,0,0).

3. Justifier qu'une telle transformation de jauge existe en considérant la structure de sa
matrice associée donnée en (28).

4. Justifier que le Lagrangien peut alors s’écrire

1

v )\ 2
WuW" =2 (20h + h?) (36)

£ = (D,H) (D*H)

Nous allons finalement considérer le terme cinétique du Lagrangien.

8. Evaluer la dérivée covariante D, H apres la brisure spontanée de symétrie SU(2), c.a.d.

pour H = 1/4/2(0,v + h).

9. En explicitant le terme cinétique du Lagrangien (36), justifier que les trois bosons de jauge
obtiennent en effet une masse grace au méchanisme de Brout-Englert-Higgs et donner le
terme de masse associé.

10. Donner aussi le terme de masse associé au boson de Higgs h.

11. Finalement, donner les termes d’interaction du boson de Higgs h et schématiser ces in-
teractions sous forme de diagramme simple.



